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論 文 内 容 の 要 旨 
 
 
第１章 Introduction 
 
 Euclid 空間内の平面をその平面上にない 1点から他の平面に射影したとき、線分の長さや角度
といった情報は変化しますが直線の結合関係などは保存されます。このような射影変換で不変な
性質からなる公理系を射影幾何と呼び、その公理を満たす対象を有限集合で実現したものを有限
射影幾何と呼びます。 
 例えば、有限体F_q上のn次元ベクトル空間Vに対して、Vの部分空間の成す半順序集合P_n(F_q)
を考えます。P_n(F_q)は部分空間束とも呼ばれています。V の 1 次元部分空間を「点」、V の 2 次
元部分空間を「直線」、V の 3 次元部分空間を「平面」、…とする幾何構造を考えると、P_n(F_q)
は有限射影幾何になるます。Veblen-Young の定理により、3 次元以上の有限射影幾何はある
P_n(F_q)に同型であることが証明されています。 
 部分空間束 P_n(F_q)の組合せ構造は、P_n(F_q)を基底とする複素線形空間 CP_n(F_q)上の線形
変換として捉えることができます。自然な（古典的な）線形変換として、「点」「直線」「平面」…
を区別する線形変換 Kと「点」「直線」「平面」…の結合関係（covering relation）から定まる 2
種類の線形変換 L、Rがあります。これらの線形変換で生成される代数は結合代数と呼ばれていま
す。定義から、結合代数は部分空間束の大域的な組合せ構造を反映していることがわかります。 
 簡単な数え上げによって、L、R、Kは量子代数 U_q’(sl_2)の定義関係式を満たすことが分かり、
したがって、結合代数には U_q’(sl_2)からの全射な代数準同型が存在します。ここで、q’は q
の 1/2 乗です。大雑把にいうと、P_n(F_q)の結合代数と量子代数 U_q’(sl_2)は同じ構造を持っ
ています。 
 
 
第２章 An algebra associated with a subspace lattice over a finite field and its relation to the 
quantum affine algebra U_q(sl_2^) 
 
 P_n(F_q)の中にある a 次元の部分空間 x を固定して、それに付随する「より詳細な結合関係」
から定まる線形変換 K1、K2 を定義します。特に線形変換 K は K1 と K2 の積として実現できる
ように定義をします。L、R、K1、K2 で生成される代数を As とすると、As は線形変換 K を含
むので、これは結合代数の拡張となります。私は、量子アファイン代数 U_q’(sl_2^)から As への
代数準同型を構成しました。この準同型自体は全射ではありませんが、As が量子アファイン代数
U_q’(sl_2^)の準同型像と As の中心で生成されることを証明しました。大雑把に言うと、P_n(F_q)
の代数 As と量子アファイン代数 U_q’(sl_2^)は同じ構造を持っていると言えます。さらに、任
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意の既約 As 加群は U_q’(sl_2^)加群としても既約であり、それは 2つの evaluation 加群のテン
ソル積として実現できることを示しました。 
 
 
第３章 An algebra associated with a flag in a subspace lattice over a finite field and the 
quantum affine algebra U_q(sl_2^) 
 
 P_n(F_q)の中にある完全旗と呼ばれる部分空間列 x0、x1、x2、…、xn を固定して、先ほどと同
様に、それに付随する「より詳細な結合関係」から定まる線形変換 K1、K2、K3、…、Kn を定
義します。特に線形変換 K は K1、K2、K3、…、Kn の積として実現できるように定義をします。
L、R、K1、K2、K3、…、Kn で生成される代数を Af とすると、Af は線形変換 K を含むので、
これは結合代数の拡張となります。私は、量子アファイン代数 U_q’(sl_2^)から Af への代数準同
型を構成しました。この準同型自体は全射ではありませんが、Af が量子アファイン代数
U_q’(sl_2^)の準同型像と Af の中心で生成されることを証明しました。大雑把に言うと、P_n(F_q)
の代数 Af と量子アファイン代数 U_q’(sl_2^)は同じ構造を持っていると言えます。さらに、任
意の既約 Af 加群は U_q’(sl_2^)加群としても既約であり、それは高々2 次元の evaluation 加群
のテンソル積として実現できることを示しました。 
 
 
第４章 Association schemes on the Schubert cells of a Grassmannian 
 
 P_n(F_q)には一般線形群 GLn(q)が自然に作用していて、その軌道は Grassmann 多様体と呼ば
れています。本章では、群作用の観点から P_n(F_q)を解析しています。一般線形群 GLn(q)には、
上三角行列全体がなす Borel 部分群とよばれる部分群があり、Grassmann 多様体の Schubert 胞
体とは、Borel 部分群の Grassmann 多様体への作用による軌道のことを言います。簡単な考察か
ら、Schubert 胞体への Borel 部分群の作用から定まるアソシエーションスキームに付随する
Bose-Mesner 代数は、前章で定義した代数 Af と「本質的に」同じものであることが分かります。
私は、そのアソシエーションスキームがクラス 1 のアソシエーションスキームの一般化リース積
であることを証明しました。なお、この結果は基礎体の有限性の仮定は本質的ではなく、任意の
体について成り立ちます。アソシエーションスキームは代数的組合せ論の核となるもので、群論
や符号理論、デザイン理論、極地集合論など様々な分野への応用もあり、純粋な組合せ論的な対
象として核となる研究対象です。また、一般化リース積は R.A.Bailey[European Journal of 
Combinatorics 27 (2006) 428-435]によって導入された比較的新しい概念で、本結果は一般化リー
ス積の重要性をサポートする結果となっています。 
論文審査結果の要旨 
第２章では、有限射影幾何の部分空間を一つ固定することで結合代数を拡張している。結合代数では
部分空間達を次元により分割するが、ここでは固定した部分空間との交わりの次元も加味して２パラメ
ータの分割を導入している。本章では、この結合代数の拡張に対し、ܷ௤ሺ०य़ଶሻ よりさらに大きな無限次元
代数である量子アフィン代数 ܷ௤ሺ०य़෡ଶሻ からの準同型を構成し、拡張した代数が自身の中心と準同型の像
により生成されることを示した。さらに、この代数の既約加群の ܷ௤ሺ०य़෡ଶሻ-加群としてのテンソル積構造も
完全に決定した。本章の結果は、ݍ-ハーン直交多項式の加法公式に関するＣ. Ｆ. ダンクルの７０年代の
研究や、重要な距離正則グラフであるグラスマングラフの所謂ターウィリガー代数の表現論とも密接に
関連しており、重要な知見を与えている。
第３章では、一つの部分空間ではなく、部分空間の極大増加列を固定することによる、結合代数の別
の拡張を考察している。この場合、超立方体の頂点達でパラメータ付けされた分割を扱うことになるが、
本章では前章と同様に、量子アフィン代数 ܷ௤ሺ०य़෡ଶሻ からの準同型の構成や、拡張代数の既約加群のテンソ
ル積構造の決定等を行っている。群論的には、前章の拡張が一般線型群の極大放物型部分群の中心化環
になるのに対し、本章の拡張は極小放物型部分群（ボレル部分群）の中心化環となっている。ただし、用
いる手法は前章より遥かに込み入っており、ヤング図形に関する組合せ論等の議論も含む、大変興味深
いものである。
第４章では、前章で取り扱った分割の胞達の組合せ構造を論じている。これらはグラスマン多様体の
「シューベルト胞」と呼ばれるものであるが、本章ではボレル部分群の作用により各胞上に定義される
アソシエーションスキーム（ＡＳ）の観点から考察を行い、これらのＡＳが完全グラフに対応するクラ
ス１の自明なＡＳ達から、Ｒ. Ａ. ベイリーにより２００６年に導入された一般化レス積として構成され
ることを証明した。一般化レス積の概念は恐らく実験計画法の研究に由来するものと思われるが、本章
の成果はこの概念の本質的な重要性を示すものであると言える。
以上要するに本論文は、結合代数を適切に拡張することで量子アフィン代数 ܷ௤ሺ०य़෡ଶሻ の表現論との関
連を見出し、有限射影幾何の新たな代数的及び組合せ的性質を明らかにするものであり、情報基礎科学
ならびに代数的組合せ論の発展に寄与するところが少なくない。
有限射影幾何は組合せ論や離散数学一般に於いて極めて重要な役割を果たす。有限射影幾何の半束構
造から自然に「結合代数」と呼ばれる非可換半単純行列 ԧ-代数が定まるが、この代数は無限次元代数で
ある量子代数 ܷ௤ሺ०य़ଶሻ の準同型像になっていることが知られていた。本論文は、基本的かつ古典的な対象
である有限射影幾何について、結合代数を拡張する新たな代数的アプローチに基づき研究を展開するも
のであり、全編４章からなる。
第１章は序論であり、本研究の目的や背景、研究成果の概要を述べている。
よって、本論文は博士（情報科学）の学位論文として合格と認める。 
